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Рассматривается задача синтеза управления с итеративным обучением
на основе наблюдателя состояния для дискретных линейных систем. С це-
лью ускорения сходимости ошибки обучения предлагается новый подход
к ее решению, использующий комбинацию метода тяжелого шарика из
теории оптимизации и метода векторной функции Ляпунова для клас-
са двумерных систем, известных как повторяющиеся процессы. Приведен
пример, включающий сравнение с известными результатами.
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1. Введение

Метод управления с итеративным обучением (УИО) появился в результате
исследований, направленных на повышение точности повторяющихся опера-
ций, выполняемых роботами [1], таких как операции выбора и размещения.
Ранние результаты в этой активно развивающейся области можно найти, на-
пример, в обзорных статьях [2, 3], а более поздние результаты, например,
в [4]. В настоящее время УИО эффективно применяется в аддитивном про-
изводстве, в частности в установках высокоточного многослойного лазерного
напыления [5, 6], в медицинских роботах для реабилитации пациентов, пере-
несших инсульт [7, 8], в устройствах поддержки желудочка сердца [9] и во
многих других приложениях.

1 Работа выполнена при частичной поддержке Российского научного фонда, грант
№ 23-71-01044, https://rscf.ru/project/23-71-01044.
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Класс систем, к которым может применяться УИО, составляют системы,
выполняющие одну и ту же задачу конечной продолжительности в повто-
ряющемся режиме. Характерным примером является робот, работающий в
режиме захвата и размещения; он забирает полезную нагрузку из указанно-
го места, перемещает ее в течение ограниченного периода времени, устанав-
ливает ее в определенную позицию, а затем возвращается в исходное поло-
жение, чтобы повторить эту последовательность задач. Каждое выполнение,
обычно называемое в публикациях по УИО пробным шагом, имеет конечную
продолжительность. После завершения очередного пробного шага вся инфор-
мация, генерируемая на его протяжении, становится доступной для обновле-
ния управляющего сигнала последующего пробного шага, что подчеркивает
итеративный характер УИО. Например, в производстве химикатов, фарма-
цевтических препаратов, потребительских товаров и биопродуктов широко
используется пакетная обработка, где одна и та же операция конечной про-
должительности применяется к последовательности объектов с ограничением
по времени между окончанием обработки одного и началом обработки сле-
дующего. Поскольку пакетные процессы имеют повторяющийся характер, то
применение УИО для таких процессов вполне обосновано [10].

В рассматриваемых приложениях обычно задается эталонная траектория
движения. В операции захвата и размещения эта траектория представляет
собой идеальный путь, которому робот должен следовать на каждом проб-
ном шаге. Разности между выборочными значениями на этой траектории
и результатами пробных шагов образуют последовательность ошибок обу-
чения. Задача проектирования управления включает в себя построение по-
следовательности пробных входных сигналов. Эти сигналы предназначены
для управления движением робота таким образом, чтобы последовательность
ошибок сходилась (относительно пробных шагов) либо к нулю, либо к значе-
нию в пределах заданного допуска. Переходный процесс в течение пробного
шага можно оценить на основании знания конкретной задачи.

Как хорошо известно, двухшаговые методы, такие как метод тяжелого
шарика и метод сопряженных градиентов, позволяют существенно ускорить
сходимость градиентного метода в задачах оптимизации [11–13]. В этой ста-
тье исследуется задача ускорения сходимости ошибки обучения относительно
пробных шагов с помощью управления, значение которого на любом проб-
ном шаге является явной функцией входных данных текущего и предыду-
щих пробных шагов. Анализ основан на использовании метода тяжелого ша-
рика [11], и ключевой идеей здесь является подобие структур градиентного
метода и управления с итеративным обучением.

В литературе рассматривались альтернативные стратегии использования
данных предыдущих пробных шагов, чтобы ускорить сходимость ошибки обу-
чения. Был проведен значительный объем исследований по синтезу законов
УИО, где для создания входных данных для последующего пробного повторе-
ния используется более одной ошибки обучения предыдущих повторений, на-
пример, [14–20]. Законы УИО, использующие управляющие входные данные
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из двух и более предыдущих пробных повторений для вычисления входных
данных, используемых на последующем пробном повторении, получили на-
звание законов высшего порядка. В общих чертах в этих подходах сначала на
основе эвристических соображений определялась структура закона обновле-
ния УИО. Далее параметры этого закона находились из условия сходимости
ошибок относительно пробных повторений. Выбор количества предыдущих
пробных испытаний для достижения наиболее значимого эффекта пока оста-
ется открытой исследовательской проблемой.

В [21] описан закон УИО, основанный на методе Нестерова [22], но достиг-
нутая скорость сходимости оказалась медленнее, чем установленная в [22]. По
видимому, это связано с использованием так называемого причинного закона
УИО. В системах, где применяется УИО, все данные, полученные на текущем
пробном шаге, доступны для использования при вычислении закона управ-
ления для последующего пробного шага; для дискретной динамики в момент
выборки p можно использовать данные, например, из выборки p+λ с преды-
дущего пробного шага. Известно [2], что неиспользование такой информации
может серьезно ограничить преимущества закона УИО. В заключение это-
го краткого анализа отметим, что на текущий момент не получено строгого
теоретического доказательства преимуществ использования законов высшего
порядка.

На протяжении статьи обозначения переменных имеют вид hk(p), 0 � p �
� N − 1, где h – рассматриваемый вектор или скалярная переменная, целое
число k � 0 обозначает номер пробного шага, а N – (конечное) количество
выборок на текущем пробном шаге (N , умноженное на период выборки, дает
длительность пробного шага). Символы � 0, ≺ 0, � 0 и � 0 обозначают со-
ответственно симметричную положительно определенную матрицу, симмет-
ричную отрицательно определенную матрицу, симметричную положительно
полуопределенную матрицу и симметричную отрицательно полуопределен-
ную матрицу.

2. Постановка задачи

Рассмотрим дискретную систему в повторяющемся режиме, описываемую
уравнением состояния

xk(p+ 1) = Axk(p) +Buk(p),

yk(p) = Cxk(p), 0 � p � N − 1, k � 0,(2.1)

где xk(p) ∈ R
n – вектор состояния, uk(p) ∈ R и yk(p) ∈ R – соответственно

входная и выходная скалярные переменные, в рассматриваемом классе задач
переменная k обычно называется пробным шагом, а yk(p) – профилем проб-
ного шага. Матрицы A, B и C известны и предполагается, что CB �= 0, это
предположение сделано только для компактности изложения и может быть
снято, например, с использованием результата [23]. Граничные условия име-
ют вид xk(0) = x0, k � 0, x0 известен и задан (после завершения пробного
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шага система возвращается в исходное состояние), uk(p) для k = 0 задана,
ограничена и для k � 1 вычисляется в соответствии с описанным далее зако-
ном обновления. Заметим, что дальнейшее изложение без принципиальных
затруднений распространяется на многомерные системы с одинаковыми раз-
мерностями входа и выхода.

Предполагается, что система является полностью управляемой и наблю-
даемой и на каждом пробном шагe k измерению доступна переменная yk(p).
Для оценки вектора состояния используем асимптотический наблюдатель
полного порядка

x̂k(p + 1) = Ax̂k(p) +Buk(p) +G(yk(p)− Cx̂k(p)),

x̂k(0) = x0, 0 � p � N − 1, k � 0,
(2.2)

где матрица G выбирается любым известным методом из условия, что ошибка
оценивания

x̃k(p) = xk(p)− x̂k(p) → 0

при p → ∞.
Зам е ч а ни е 1. При указанных начальных условиях наблюдатель точно

восстанавливает вектор состояния. Если x0 недоступен для наблюдателя и
его начальные условия будут другими, переходный процесс по ошибке оцени-
вания приведет к снижению точности. Этот случай требует самостоятельного
изучения, выходящего за рамки данной статьи.

Обозначим через yref(p), 0 � p � N−1, yref (0) = Cx0, заданную желаемую
траекторию выходной переменной системы (2.1). Тогда на пробном шаге k
переменная

(2.3) ek(p) = yref(p)− yk(p)

будет означать ошибку воспроизведения желаемой траектории. Далее эту пе-
ременную будем называть ошибкой обучения. Задача управления с итератив-
ным обучением состоит в построении последовательности входных перемен-
ных {uk} такой, чтобы при всех 0 � p � N − 1 для ek(p) и uk(p) выполнялись
условия

|ek(p)| � κρk, κ > 0, 0 < ρ < 1,(2.4)
lim
k→∞

|uk(p)| = |u∞(p)| < ∞.(2.5)

Переменную u∞(p) в литературе часто называют обученным управлением.
В приложениях УИО продолжительность пробного шага конечна; следова-
тельно, можно добиться сходимости ошибки относительно пробных шагов
(по k) для неустойчивых по переменной p траекторий. Тогда существуют два
варианта: а) разработать закон управления со стабилизирующей обратной
связью, а затем применить УИО к результирующей управляемой системе,
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б) разработать закон управления, который одновременно обеспечивает схо-
димость ошибки относительно пробных шагов к нулю либо к значению в пре-
делах заданного допуска и регулирует динамику вдоль траектории пробного
шага. В последнем случае систему с УИО следует рассматривать как дву-
мерную систему, в которой информация распространяется как относительно
пробных шагов (k), так и вдоль траектории пробного шага (p).

3. Анализ сходимости и синтез управления

В теории УИО получили распространение два подхода. Подход с исполь-
зованием расширенной модели для систем с дискретным временем предпо-
лагает использование так называемых супервекторов [14]. Поскольку длина
профиля конечна, значения переменной на этой длине можно объединить
в вектор-столбец, например, для входных данных Uk = [uk(0) . . . uk(N − 1)].
В результате динамика обновления переменных относительно пробных шагов
может быть выражена в виде стандартных разностных уравнений. Такой под-
ход может привести к моделям очень больших размерностей. Более того, во
многих случаях необходимо применять управление с обратной связью для ре-
гулирования динамики вдоль профиля пробного шага. Альтернативой явля-
ется представление динамики в виде особой формы 2D-систем – дискретных
повторяющихся процессов [24], что позволяет избежать повышения размер-
ности. Этот подход используется в данной статье. Для построения модели
в виде повторяющегося процесса в соответствии с [24] введем приращения
переменных:

ηk+1(p + 1) = xk+1(p)− xk(p), η̂k+1(p+ 1) = x̂k+1(p)− x̂k(p),

η̃k+1(p+ 1) = x̃k+1(p)− x̃k(p), 0 � p � N − 1, k � 0.
(3.1)

Используя (3.1) и (2.1), (2.2), (2.3), получим

η̃k+1(p+ 1) = (A−GC)η̃k+1(p),

η̂k+1(p+ 1) = GCη̃k+1(p) +Aη̂k+1(p) +BΔuk+1(p − 1),(3.2)
ek+1(p) = −CGCη̃k+1(p)− CAη̂k+1(p)− CBΔuk+1(p − 1) + ek(p),

где Δuk+1(p − 1) = uk+1(p − 1)− uk(p− 1). Закон управления с итеративным
обучением обычно формируется как сумма входных данных предыдущего ис-
пытания плюс поправочный член (закон обновления). При завершении оче-
редного пробного шага вся информация с предыдущих пробных шагов до-
ступна для формирования управления на следующем пробном шаге. Во мно-
гих случаях используются только данные предыдущего пробного шага. Воз-
никает естественный вопрос: “Будет ли полезным использование конечного
числа предыдущих пробных шагов, большего одного?” В этой статье рассмат-
ривается закон управления, который использует сигналы управления двух
предыдущих пробных шагов и процедуру оптимизации для ускорения сходи-
мости ошибки обучения относительно пробных шагов.
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Закон управления для (3.2) имеет следующую структуру:

(3.3) uk+1(p− 1) = uk(p− 1) + Δuk+1(p− 1)

и задача сводится к нахождению обновляющей поправки Δuk+1(p− 1), обес-
печивающей выполнение условий сходимости (2.4) и (2.5). Дополнительно
потребуем, чтобы обновляющая поправка удовлетворяла соотношению

Δuk+1(p− 1) = αΔuk(p− 1) + β∇
(
1

2
ek+1(p)

2

)
+

+ γ[Δuk(p− 1)−Δuk−1(p− 1)],

(3.4)

где

∇
(
1

2
ek+1(p)

2

)
=

∂

∂Δuk+1(p− 1)

(
1

2
ek+1(p)

2

)
.(3.5)

Соотношение (3.4) сформировано по аналогии с алгоритмом метода тяжелого
шарика в теории оптимизации. Этот простейший двухшаговый метод уско-
ряет сходимость градиентного метода. Как будет показано, такой же эффект
достигается при управлении с итеративным обучением с обновляющей по-
правкой, удовлетворяющей (3.4). Заметим, что это лишь один из вариантов
использования прошлых пробных шагов в законе УИО.

Зам е ч а ни е 2. В оригинальной работе [11] коэффициент при первом сла-
гаемом в правой части (3.4) равен единице, но в рассматриваемом прило-
жении закон обновления (3.4) будет погружен в динамику системы (3.2) и,
в отличие от [11], аргумент Δuk+1(p − 1) параметризован по переменной p.
Следовательно, параметры α, β и γ , гарантирующие сходимость, могут от-
личаться от рекомендованных в [11].

B силу последнего уравнения из (3.2) выражение под знаком производной
в (3.5) можно записать в виде

1

2
ek+1(p)

2 = [−CGCη̃k+1(p)− CAη̂k+1(p)− CBΔuk+1(p− 1) + ek(p)]
T×

×[−CGCη̃k+1(p)− CAη̂k+1(p)− CBΔuk+1(p− 1) + ek(p)].

Вычисляя производную правой части по Δuk+1(p − 1), получим

∇
(
1

2
ek+1(p)

2

)
= (CB)2Δuk+1(p− 1) + CBCAη̂k+1(p) +

+ CBCGCη̃k+1(p)− CBek(p).

Подставив это выражение в (3.4), после несложных преобразований имеем

Δuk+1(p− 1) = K1Δuk(p − 1) +K2CGCη̃k+1(p) +K2CAη̂k+1(p)−
−K2ek(p)−K3Δuk−1(p − 1),

(3.6)
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где

K1 =
α+ γ

1− β(CB)2
, K2 =

βCB

1− β(CB)2
, K3 =

γ

1− β(CB)2
.

Далее с целью применения техники линейных матричных неравенств (ЛМН)
вместо исходных параметров α, β и γ будут использоваться K1,K2 и K3. Обо-
значим:

ζk(p) = η̃k+1(p), ξk(p) = η̂k+1(p), Δūk(p) = Δuk(p− 1).

Подставляя (3.6) в (3.2), получим

ζk(p+ 1) = (A−GC)ζk(p),

ξk(p+ 1) = (I +BK2C)GCζk(p) + (I +BK2C)Aξk(p) +

+BK1Δūk(p)−BK3Δv̄k(p)−BK2ek(p),

Δūk+1(p) = K2CAξk(p) +K1Δūk(p)−K3Δv̄k(p)−K2ek(p),(3.7)
Δv̄k+1(p) = Δūk(p),

ek+1(p) = −C(I +BK2C)GCζk(p)− C(I +BK2C)Aξk(p)−
− CBK1Δūk(p) + CBK3Δv̄k(p) + (1 + CBK2)ek(p).

В модели (3.7) векторы ζk(p) и ξk(p) изменяются вдоль траектории повто-
рения (относительно p), а переменные Δūk(p), Δv̄k(p) и ek(p) изменяются от
повторения к повторению (относительно k). Системы с таким характером ди-
намики известны как дискретные линейные повторяющиеся процессы [24]. На
каждом повторении (пробный шаг в задачах УИО) в таких системах проте-
кает динамический процесс конечной продолжительности. После завершения
очередного повторения система возвращается в исходное положение и стано-
вится готовой к следующему повторению. Уникальной особенностью явля-
ется то, что результат любого повторения влияет на динамику следующего,
а это может привести к колебаниям, которые увеличиваются от повторения
к повторению и не могут управляться стандартными методами. Для таких
систем была развита теория устойчивости в рамках линейной динамики [24],
которая была примененена к синтезу УИО c экспериментальным подтвер-
ждением [25].

Как и при анализе устойчивости и разработке законов управления в стан-
дартной теории линейных систем, одним из подходов к решению может быть
построение подходящей функции Ляпунова. В рассматриваемом случае она
должна быть построена из суммы членов, изменяющихся относительно проб-
ных шагов и вдоль траекторий пробных шагов. Но уравнения в (3.7) связаны,
следовательно, градиент функции Ляпунова (в рассматриваемом случае его
дискретный аналог) можно найти только в том случае, если решения этих
уравнений известны, что является очень сильным ограничением, и вместо
этого необходимо использовать векторную функцию Ляпунова и заменять
градиент дивергенцией [26] . (В случае линейной динамики подходы [24, 26]
приводят к эквивалентным результатам.)
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В данной работе векторная функция Ляпунова для системы (3.7) имеет
вид

(3.8) V (ξ̄k(p), ēk(p)) =

[
V1(ξ̄k(p))

V2(ēk(p))

]
,

где ξ̄k(p) = [ζk(p)
T ξk(p)

T]T, ēk(p) =
[
Δūk(p) Δv̄k(p) ek(p)

]T, V1(ξ̄k(p)) > 0,
ξ̄k(p) �= 0, V2(ēk(p)) > 0, ēk(p) �= 0, V1(0) = 0, V2(0) = 0. Определим аналог опе-
ратора дивергенции этой функции на траекториях системы (3.2):

DV (ξ̄k(p), ēk(p)) = V1(ξ̄k(p+ 1)) − V1(ξ̄k(p)) + V2(ēk+1(p))− V2(ēk(p)).(3.9)

Справедливо следующее утверждение.
Те ор ем а 1. Предположим, что существуют векторная функция Ляпу-

нова (3.8) и положительные скаляры c1, c2, c3 такие, что на траекториях
системы (3.7) справедливы неравенства

c1||ξ̄k(p)||2 � V1(ξ̄k(p)) � c2||ξ̄k(p)||2,(3.10)

c1||ēk(p)||2 � V2(ēk(p)) � c2||ēk(p)||2,(3.11)

DV (ξ̄k(p), ek(p)) � −c3(||ξ̄k(p)||2 + ||ēk(p)||2).(3.12)

Тогда выполняются условия сходимости ошибки обучения (2.4) и ограничен-
ности управления (2.5).

Дока з а т е л ь с т в о. В [26, теорема 1] доказано, что при выполнении
(3.10)–(3.12) справедлива оценка

||ξ̄k(p)||2 + ||ēk(p)||2 � κ̄�k, 0 � p � N − 1, k � 0,(3.13)

где κ̄ и 0 < � < 1 зависят от c1, c2 и c3. Из (3.13) c учетом определения ēk(p)
следует

|ek(p)|2 � κ̄�k, |Δūk(p)|2 � κ̄�k.(3.14)

Из первого неравенства в (3.14) следует (2.4) при κ = κ̄
1
2 и ρ = �

1
2 . Ограни-

ченность управления (2.5) следует из очевидного соотношения

|uk(p)| � |uk−1(p)|+ |Δūk(p)|, 0 � p � N − 1, k = 1, 2, . . .

с учетом ограниченности u0(p) и второго неравенства из (3.14).

Определим следующие матрицы и векторы:

Ā=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
A−GC 0 0 0 0
GC A 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0

−CGC −CA 0 0 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, B̄=

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0
B
1
0

−CB

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, C̄ =

⎡⎣ 0 0 1 0 0
CGC CA 0 0 −1
0 0 0 −1 0

⎤⎦.
Следующая теорема позволяет найти параметры закона обновления с исполь-
зованием техники линейных матричных неравенств.
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Те ор ем а 2. Предположим, что для некоторой матрицы Q � 0 и поло-
жительного скаляра R система из линейного матричного неравенства и
уравнения⎡⎢⎢⎣

X (ĀX + B̄Y C̄)T X (Y C̄)T

ĀX + B̄Y C̄ X 0 0
X 0 Q−1 0
Y C̄ 0 0 R−1

⎤⎥⎥⎦ � 0, C̄X = ZC̄(3.15)

имеет решение X = diag[X1 X2], Y , Z, где X1 и X2 – положительно опре-
деленные матрицы размеров 2n× 2n и 3× 3. Тогда закон управления с ите-
ративным обучением

uk+1(p) = uk(p) + Δuk+1(p),

Δuk+1(p) = K1Δuk(p) +K2CA[x̂k+1(p)− x̂k(p)] +

+K2CG[(yk+1(p)− yk(p))− (ŷk+1(p)− ŷk(p)]−(3.16)
−K2[yref (p+ 1)− Cxk(p+ 1)]−K3Δuk−1(p),

где
K =

[
K1 K2 K3

]
= Y Z−1,

гарантирует выполнение условия сходимости ошибки обучения (2.4) и усло-
вия ограниченности управления (2.5).

Дока з а т е л ь с т в о. Применяя к неравенству (3.15) лемму о дополнении
Шура, получим

X − (ĀX + B̄Y C̄)TX−1(ĀX + B̄Y C̄)−XQX − (Y C̄)TR(Y C̄) � 0.

Учитывая, что Y = KZ и CX = ZC перепишем это неравенство в виде

X − (ĀX + B̄KC̄X)TX−1(ĀX + B̄KC̄X)−XQX − (KC̄X)TR(KC̄X) � 0.

Умножая последнее неравенство на P = X−1 слева и справа и затем пере-
ставляя слагаемые имеем

(Ā+ B̄KC̄)TP (Ā+ B̄KC̄)− P +Q+ (KC̄)TR(KC̄) � 0.(3.17)

Выберем компоненты векторной функции (3.8) в виде квадратичных форм

V1(ξ̄k(p)) = ξ̄Tk P1ξ̄k(p),

V2(ēk(p)) = ēTk P2ēk(p),(3.18)

тогда вычисляя дивергенцию (3.9) на траекториях системы (3.7), получим,
что условия (3.10)–(3.12) будут выполнены, если

(3.19) (Ā+ B̄KC̄)TP (Ā+ B̄KC̄)− P ≺ 0,

но последнее неравенство справедливо в силу (3.17). Соотношение (3.16) сле-
дует из (3.6) с учетом (3.1) и (2.3).
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Зам е ч а ни е 3. Система (3.15) по структуре аналогична соотношениям
задачи о линейно-квадратичном регуляторе (ЛКР) в терминах ЛМН. Кон-
кретное значение матрицы K =

[
K1 K2 K3

]
зависит от Q и R, которые

выбираются исходя из достижения желаемой скорости сходимости ошибки
обучения. Как и в задаче ЛКР, полная формализация такого выбора отсут-
ствует и можно рекомендовать эвристический подход, основанный на знании
особенностей динамики рассматриваемой системы.

Для дальнейшего сравнительного анализа рассмотрим наиболее часто при-
меняемый закон обновления (см., например, [27])

Δuk(p) = K̂1η̂k(p) + K̂2ek−1(p+ 1).(3.20)

Подставляя (3.20) в (3.2) и применяя теорему 1 с компонентами функции (3.8)

V1(ξ̄k(p)) = ξ̄Tk (p)P̂1ξ̄k(p),

V2(ek(p)) = eTk (p)P̂2ek(p),(3.21)

получим

DV (ξ̄k(p), ek(p)) =

= [ξ̄Tk (p) ek(p)][(Â + B̂K̂Ĉ)T P̂ (Â+ B̂K̂Ĉ)− P̂ ][ξ̄Tk (p) ek(p)]
T ,

(3.22)

где P̂ = diag[P̂1 P̂2],

Â =

⎡⎣A−GC 0 0
GC A 0

−CGC −CA 1

⎤⎦ , B̂ =

⎡⎣ 0
B

−CB

⎤⎦ , Ĉ =

[
0 I 0
0 0 1

]
, K̂ = [K̂1 K̂2].

Повторяя выводы из доказательства теоремы 2, получим, что если система
из линейного матричного неравенства и уравнения⎡⎢⎢⎢⎣

X̂ (ÂX̂ + B̂Ŷ Ĉ)T X̂ (Ŷ Ĉ)T

ÂX̂ + B̂Ŷ Ĉ X̂ 0 0

X̂ 0 Q̂−1 0

Ŷ Ĉ 0 0 R̂−1

⎤⎥⎥⎥⎦ � 0, ĈX̂ = ẐĈ(3.23)

имеет решение X̂ = diag[X̂1 X̂2], Ŷ , Ẑ, где X̂1 � 0 матрица размера 2n × 2n,
а X̂2 – положительный скаляр, то закон УИО с обновляющей поправ-
кой (3.20) и матрицей K̂ = Ŷ Ẑ−1 гарантирует условие сходимости ошибки
обучения (2.4) и условие ограниченности управления (2.5).

Зам е ч а ни е 4. Подход на основе применения метода тяжелого шарика
приводит к новой структуре закона управления (3.16), отличающейся от ис-
пользуемой в известной литературе. Если при этом значения параметров
обеспечивают выполнение условий (2.4) и (2.5), то обновляющая поправка в
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соответствии с (3.4) изменяется вдоль направления градиента квадратичной
функции этой поправки. В случае, когда обновляющая поправка формиру-
ется в соответствии с (3.20), это гарантировать нельзя. По-видимому, этим
обеспечивается ускорение сходимости ошибки обучения при использовании
закона управления (3.16), но строгого доказательства получить пока не уда-
лось.

4. Пример

В [25] рассмотрен портальный робот, специально спроектированный для
имитации операции захвата и размещения, к которому применимо УИО. Этот
робот имеет три взаимно перпендикулярные оси, одна из которых X направ-
лена вдоль конвейерной ленты, вторая Y перпендикулярна этой оси в плос-
кости конвейера. Третья ось Z перпендикулярна плоскости XY (см. рис. 1).
Система спроектирована так, что взаимодействием между осями можно пре-
небречь, а модели для проектирования системы управления были получены
на основе частотных характеристик.

Передаточная функция для оси Y равна

GY (s) =
23,736(s + 661,2)

s(s2 + 426,7s+ 1,744× 105)
.(4.1)

Желаемая траектория для этой оси показана на рис. 2, а период дискрети-
зации для дискретной реализации Ts = 0,01 с. Для построения дискретной

Желаемая траектория
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Рис. 1. Желаемая пространственная траектория движения робота.

109



0,16

0,14

0,12

0,1

0,08

0,06

0,04

0,02

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

p

y r
ef
(

)
м

Рис. 2. Желаемая траектория движения робота по оси Y .

модели использованы стандартные функции ss и c2d пакета MATLAB. Мат-
рицы этой модели имеют следующий вид:

A =

⎡⎣−0,0762 0,0487 0
−0,0732 −0,1372 0
0,0033 0,0026 1,0000

⎤⎦, B =

⎡⎣−0,0006
0,0134
0,0001

⎤⎦, C = [0 0,0116 7,6631].

При оценке эффективности управления необходимо оценивать как сходи-
мость ошибки относительно пробных шагов, так и вид процесса на пробном
шаге. На каждом пробном шаге вид процесса может быть оценен с исполь-
зованием стандартных показателей. Для сходимости ошибки относительно
пробных шагов одним из обычно используемых показателей является средне-
квадратическая ошибка обучения для каждого пробного шага, отображаемая
в зависимости от номера пробного шага, т.е. на шаге k

E(k) =

√√√√ 1

N

N−1∑
p=0

|ek(p)|2.(4.2)

Для нахождения параметров наблюдателя воспользуемся результатами тео-
рии модального управления, реализованными в стандартной функции place
пакета MATLAB. Задавая собственные значения матрицы A−GC в виде
λ1 = 0,9, λ2,3 = −0,1± 0,01i, в результате применения этой функции получим

G = [−0,3070 2,6427 0,0073]T.
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Рис. 3. Изменение E(k) при единичных Q и R при УИО по оси Y
с обновляющей поправкой (3.16) (сплошная линия) и при УИО с
обновляющей поправкой (3.20) (пунктирная линия).

Как отмечалось при постановке задачи, при сделанных предположениях лю-
бая матрица G наблюдателя, при которой собственные значения A−GC рас-
полагаются внутри единичного круга, гарантирует точное воспроизведение
вектора состояния. Поэтому конкретный выбор собственных значений осу-
ществлялся из условия, что коэффициенты усиления наблюдателя (элементы
матрицы G) являются относительно небольшими.

Выбирая Q и R единичными и применяя теорему 2, получим

K1 = −1,09× 10−7, K2 = −1196,0, K3 = −1,61× 10−8.

При этих значениях параметров алгоритм (3.16) уже за один пробный шаг
уменьшает ошибку обучения в 105 раз, а за 8 повторений эта ошибка дости-
гает компьютерного нуля. Алгоритм УИО с обновляющей поправкой (3.20)
дает в этом случае снижение ошибки на 1% за 70 пробных шагов (рис. 3).

Заметим, что коэффициенты K1 и K3 получились достаточно малыми.
Моделирование показывает, что результат не изменится, если их положить
равными нулю. В этом случае приходим к УИО с обновляющей поправ-
кой (3.20), в которой K̂1 = K2CA и K̂2 = −K2. Таким образом, применение
метода тяжелого шарика по сути накладывает ограничения на структуру K̂1

и K̂2, при которой обеспечивается высокая скорость сходимости. Попасть в
область этих ограничений за счет эвристического выбора Q и R достаточно
сложно, а установление связи скорости сходимости ошибки обучения с Q и R
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Рис. 4. Изменение E(k) с единичными Q и R при УИО по оси Y
с обновляющей поправкой (3.16) при K2 = −50 (сплошная линия)
и при УИО с обновляющей поправкой (3.20) при единичных Q и R
(пунктирная линия).

является открытой задачей (авторам удалось подобрать матрицы, обеспечи-
вающие примерно в 10 раз меньшую скорость сходимости, и это потребовало
существенных затрат времени). С учетом этой особенности можно снижать
скорость сходимости уменьшая K2 c последующей проверкой ЛМН (3.19). На
практике это может оказаться важным из-за наличия амплитудных ограниче-
ний, приводящих к необходимости компромиссного решения. При K2 = −50
скорость сходимости снижается примерно в 80 раз по отношению к резуль-
тату, полученному при единичных Q и R в (3.15), тем не менее эта скорость
остается выше, чем при единичных Q и R в (3.23) (рис. 4); коэффициенты
усиления в cлучае K2 = −50 и K1 = K3 = 0 имеют вид

K̂1 = [−1,24 − 0,93 − 383,2], K̂2 = 50,0,(4.3)

а в случае УИО с обновляющей поправкой (3.20) при единичных Q и R

K̂1 = [−21,8 − 18,4 − 7465,4], K̂2 = 1,9.(4.4)

Для решения систем линейных матричных уравнений и неравенств использо-
вался программный пакет SeDuMi в комбинации с синтаксическим анализато-
ром YALMIP. Анализируя (4.3) и (4.4), нетрудно заметить, что при отсутствии
структурных ограничений на K̂1 и K̂2 внутренний алгоритм SeDuMi находит
решение в области, обеспечивающей низкую скорость сходимости, в то время
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Рис. 5. Изменение E(k) с единичными Q и R при УИО по оси Z
с обновляющей поправкой (3.16) (сплошная линия) и с обновляю-
щей поправкой (3.20) (пунктирная линия).

как наличие ограничений, которые дает метод тяжелого шарика, направляет
решение в область, обеспечивающую ускорение сходимости.

Рассмотрим построение УИО по осям Z и X, по которым передаточные
функции соответственно имеют вид

GZ(s) =
15,8869(s + 661,2)

s(s2 + 707,6s+ 3,377× 105)
,

GX(s) =

=
13 077 183,4436(s+ 113,4)(s2 + 227,9s+ 5,467× 104)

s(s2+61,57s+1,125×104)(s2+227,9s+5,467×104)(s2+466,1s+6,142×105)
.

Для построения наблюдателя по оси Z воспользуемся тем же методом, что
и в предыдущем случае задавая полюсы наблюдателя в виде λ1 = 0,9, λ2,3 =
= −0,1± 0,01i. Применяя функцию place пакета MATLAB, получим

G = [−0,405 − 28,01 0,078]T.

Применение теоремы 2 c единичными Q и R дает

K1 = −6,33× 10−8, K2 = −2,673 × 103, K3 = −8,33× 10−9.

Результаты моделирования представлены на риc. 5.
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Рис. 6. Изменение E(k) с Q и R вида (4.5) при УИО по оси X
с обновляющей поправкой (3.16) (сплошная линия) и с обнов-
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Рис. 7. Изменение управления по оси X при законе обновления (3.16).

Полюсы наблюдателя по оси X зададим в виде

λ1 = 0,95, λ2 = −0,4, λ3 = 0,4,

λ4,5 = 0,4
(
cos

π

3
± sin

π

3

)
, λ6,7 = 0,4

(
cos

π

3
± sin

π

3

)
,
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Рис. 8. Изменение управления по оси Y при законе обновления (3.16).
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Рис. 9. Изменение управления по оси Z при законе обновления (3.16).

и применяя функцию place пакета MATLAB, получим

G = [38,1 40,161 − 44,093 15,913 − 16,428 − 12,67 0,309]T.

B данном случае зададим Q и R в виде

Q = diag[In 10In 1 1 1], R = 1,(4.5)
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тогда, применяя теорему 2, имеем

K1 = −5,715× 10−9, K2 = −1308,2, K3 = −6,868 × 10−10.

Результаты моделирования представлены на рис. 6. Процессы управления
по осям X, Y и Z с законом обновления, заданным (3.16), представлены на
рис. 7, 8 и 9. Заметим, что обученное управление по всем осям достигается
достаточно быстро (после трех-четырех пробных шагов управления по осям
не изменяются в зависимости от k).

Как видно из рис. 5, сходимость ошибки обучения до компьютерного ну-
ля достигается за несколько шагов. По оси X наблюдается иная картина,
рис. 6: E(k) уменьшается в 107 раз за четыре пробных шага, затем скорость
сходимости уменьшается и уровень компьютерного нуля достигается лишь
за 107 пробных шагов, в то же время эта скорость существенно превышает
скорость сходимости альтернативного алгоритма.

Таким образом, в данном примере алгоритм УИО с использованием ме-
тода тяжелого шарика обеспечивает высокую скорость сходимости, которую
не удалось достичь альтернативным методом. Заметим, что для всех трех
осей коэффициенты K1 и K3 получились достаточно малыми. Является ли
это общим свойством предлагаемого подхода или это связано с особенностя-
ми динамики рассматриваемой системы, пока остается неясным и требует
дополнительных исследований.

5. Заключение

Закон УИО (3.16) отличается от известных в литературе специальной
структурой матриц усиления, которая, судя по результатам моделирования,
является основным фактором, обеспечивающим ускорение сходимости. В слу-
чае неструктурированных матриц, как в (3.20), наверное, можно добиться
высоких скоростей сходимости, но это будет связано с длительной эвристи-
ческой процедурой выбора Q и R. Таким образом, можно сделать предва-
рительный вывод, что применение метода тяжелого шарика дает структуру
УИО, обеспечивающую высокую скорость сходимости. Окончательный вывод
требует строгого обоснования, которое в рамках данной статьи получить не
удалось и будет составлять предмет дальнейшего исследования. В ближай-
шей перспективе будет рассмотрено применение при синтезе УИО простого
градиентного метода и метода Ньютона, возможно, полученные структуры
УИО дадут ключ к общему доказательству ускорения сходимости. В более
отдаленной перспективе предполагается рассмотреть применение метода со-
пряженных градиентов и метода Нестерова. В целом, существует большой
простор для дальнейших исследований в этой обширной области.
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